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Transversalkoeffizienten ist ein weiterer Beweis
erbracht worden, wobei allerdings noch zu unter-
suchen ist, ob der beobachteten Abweichung um den
Faktor 2 eine entscheidende Bedeutung zukommt.

Weitere Untersuchungen iiber die Abweichung
des Temperaturganges der Transversalkoeffizienten
vom quadratischen Verlauf sowie Messungen an
anders orientierten Proben sind in Vorbereitung.
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ten durchgefiithrt, die von der Deutschen For-
schungsgemeinschaft zur Verfiigung gestellt
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Ausgehend von einer Losung der Borrzmann-Gleichung durch eine fiir Plasmen erweiterte
13-Momenten-Approximation werden die Gleichungen fiir die Ouumsche Heizung eines vollionisierten
Plasmas aufgestellt. Der EinfluB eines Magnetfeldes wird vernachlissigt. Als weitere Niaherungen
werden die anisotropen Anteile des Drucktensors und der Wirmestromvektor in der Orthogonal-
reihenentwicklung fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte vernachlissigt, so daB eine lokale MaxweLL-
Verteilung resultiert. Die Vernachldssigungen werden im einzelnen begriindet. Die StoBintegrale, die
in den so vereinfachten Gleichungen auftreten, werden fiir ein beim Desye-Radius abgeschnittenes
Couroms-Potential berechnet. Man erhilt somit ein simultanes System von Differentialgleichungen,
welches fiir eine praktische Berechnung der Ommschen Heizung bei beliebig starken elektrischen

Feldern geeignet ist.

Einige bei uns durchgefiihrte Versuche! lieflen es
wiinschenswert erscheinen, detaillierte Rechnungen
zur Onmschen Heizung vollionisierter Plasmen, ins-
besondere bei relativ hoher Teilchendichte, durchzu-
fiilhren. Zu diesem Zweck wurde versucht, eine kine-
tische Theorie zu verwenden, die es gestattet, gewisse
Erweiterungen iiber die bisher bekannten Methoden
zur Berechnung der Onmschen Heizung hinaus durch-
zufithren und die gleichzeitig einen Ansatz zu einer
ziemlich allgemeinen Beschreibung des Plasmaver-
haltens bietet. Wenn auch in der vorliegenden Be-
handlung eine Reihe von Annahmen zur Verein-
fachung gemacht wurden, so erscheint es uns grund-
sitzlich ohne wesentliche Schwierigkeiten méglich,
in einer Fortfithrung der Arbeit die meisten dieser
Annahmen fallen zu lassen.

In einer kinetischen Beschreibung der Onwmschen
Heizung verwendet Bracinski 2 die Enskocsche Me-
thode zur Losung der Borrzmann-Gleichung. Fiur
eine wesentlich erweiterte Behandlung jedoch scheint

1 W. Krucge u. K.H. Hoécker, Fourth International Confe-
rence on Ionization Phenomena in Gases, Uppsala, August
1959.

2 S. I. Bracinskir, J. Exp. Theor. Phys. USSR 6, 358 [1958].

3 L. Spirzer, Jr.: The Stellarator Concept. In: Proc. 2nd
UN International Conf. on the Peaceful Uses of Atomic
Energy, Vol. 32, Genf 1958, S. 181.

uns die auf einer Entwicklung der Wahrscheinlich-
keitsdichte nach ihren Momenten fuBende Losung
der Borrzmann-Gleichung geeigneter. Die Grund-
lagen hierzu werden im folgenden Abschnitt ausge-
fiihrt. Bracinskir berechnet unter Vernachlissigung
der Ionengeschwindigkeit die Reibungskraftdichte
(StoBintegral in den Bewegungsgleichungen) der
Elektronen in nullter und erster Niherung, sowie
die Aufheizungsenergie fiir Elektronen und Ionen.
In den von uns vorgelegten Rechnungen soll die
Ionengeschwindigkeit mit berticksichtigt werden.
Eine Theorie der Oumschen Heizung ist von In-
teresse z. B. fiir Versuche zur Erzielung extrem hoher
Temperaturen fiir Fusionszwecke. In diesem Zusam-
menhang wurden eine Reihe von Arbeiten be-
kannt. Sprrzer 3 gibt in einer Ubersicht zum Stella-
ratorprogramm eine kurze Diskussion der verschie-
denen Moglichkeiten zur Aufheizung eines Plasmas.
Eingehender beschiftigen sich Bercer und Mitarbei-
ter * mit der Theorie der Oumschen Heizung. Unter

4 J. M. Bercer, L. B. Bernstely, E. A. Truman u. R. M. Kuts-
ruD, On the Ionization and Ohmic Heating of a Helium
Plasma. In: Proc. 2nd UN Intern. Conference on the
Peaceful Uses of Atomic Energy. Vol. 32, Genf 1958,
S.197.
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Annahme einer MaxwerLschen Geschwindigkeitsver-
teilung fiir die Elektronen wird die instationédre Hei-
zung eines Heliumplasmas unter Berucksichtigung
der nur von der Elektronentemperatur abhingigen
Ionisation und Strahlung numerisch berechnet. Die
Heizung im britischen Zeta-Gerdt wurde von Taomp-
sox ® diskutiert. Eine eingehende Diskusion der Hei-
zungsverhaltnisse bei einer Pinch-Entladung geben
Bracinskir und SHAFRANOV 6.

Die Onmsche Heizung eines Plasmas kann modell-
maflig etwa folgendermallen verstanden werden. In-
folge des angelegten elektrischen Feldes werden
Elektronen und Ionen in entgegengesetzten Richtun-
gen beschleunigt. Néaherungsweise kann man die
Energieaufnahme der Ionen aus dem Feld gegen-
tiber derjenigen der infolge ihrer geringen Masse
rasch auf grofle Geschwindigkeiten beschleunigten
Elektronen vernachlédssigen. Infolge der gegenseiti-
gen Couroms-Wechselwirkung erfolgt Impuls- und
Energieaustausch zwischen Elektronen und Ionen.
Mittelt man tiber die einzelnen Impulsaustauschakte,
so entsteht das Bild, daB sich die beiden Gase (Elek-
tronengas und lonengas) gegenseitig durchdringen
und infolge einer ,inneren Reibung® (kumulativer
Effekt der Wechselwirkung) eine gegenseitige Kraft,
die ,,Reibungskraft, aufeinander ausiiben. Man
kann nun sagen, je grofler die Reibungskraft in
einem Plasma, desto grofler ist die Heizwirkung;
man zieht also die Reibungskraft als Kriterium fir
die Wirkung der Onmschen Heizung heran.

Der Begriff der Reibungskraft entstand bei Ein-
STEIN 7 in seiner Betrachtung der Browxschen Be-
wegung. Die Ubertragung auf die Diffusion von
Ladungstragern erfolgte von Jomsson und Hur-
BURT 8. Sie geben eine Behandlung der Diffusion,
indem die Wirkung eines Mediums auf ein diffun-

ofr

3t +0,

Die Berechtigung der Verwendung der Borrzmanw-
Gleichung fiir Plasmen ist infolge der kumulativen

5 W. B. Tuowmesox, S. F. Epwarps, I. Hussarp u. S. I. RoBErTs,
Theoretical Problems Suggested by ZETA. In: Proc. 2nd
UN Int. Conf. Peaceful Uses of Atomic Energy. Vol. 32,
Genf 1958, S. 65.

6 S.I. Bracixskir  u. V. D. Suarranov, High-Temperature
Pinches. In: Proc. 2nd UN Int. Conf. Peaceful Uses of
Atomic Energy. Vol. 31, Genf 1958, S. 43.

7 A. Emstey, Ann. Phys., Lpz. 17, 549 [1905].

8 M. H. Jouxson u. E.O.Huisurr, Phys. Rev. 79, 802
[1950]. — M. H. Jouxson, Phys. Rev. 89, 977 [1953].
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dierendes Gas als dissipative Kraft dargestellt wird.
Die zuerst phanomenologisch abgeleiteten Gleichun-
gen wurden auBBerdem auf gaskinetischem Wege mit
Hilfe der ersten Exskocschen Niherung erhalten.
Uber die Bedeutung der Reibungskraft fiir astro-
physikalische Probleme wird auf die Arbeiten von
CuanprasekHAR und Bavescu? verwiesen. Die An-
wendung auf ein Plasma geschah durch ScuvriTer 1.
Er gibt eine Aufstellung der Bewegungsgleichungen
fiir ein dreikomponentiges Plasma (Elektronen,
Ionen, Neutralteilchen) unter Einfithrung von Rei-
bungskriften, welche (nach der kinetischen Gas-
theorie in erster Naherung) proportional zur relati-
ven Diffusionsgeschwindigkeit angenommen werden.

Im folgenden sollen nun mit Hilfe gaskinetischer
und statistischer Methoden die Gleichungen fiir die
Onmsche Heizung eines vollionisierten Plasmas ab-
geleitet werden. Dabei werden eine Reihe von An-
nahmen zur Vereinfachung gemacht, die im einzel-
nen begriindet werden. Die Reibungskraft und die
Energieaustauschglieder resultieren als Stoflintegrale,
die mit den eingefiihrten Naherungen gelost werden.
Die Ergebnisse werden am Ende der Arbeit disku-
tiert. und es wird aufgezeigt, wie einige der Nahe-
rungen fallen gelassen werden konnen.

I. Beschreibung des Plasmas durch die
Boltzmann-Gleichung

Ausgangspunkt gaskinetischer Betrachtungen ist
in vielen Fillen die Borrzmanssche Stofigleichung.
Diese Integrodifferentialgleichung beschreibt die
zeitliche Anderung der Wahrscheinlichkeitsdichte *
f-(r.0,¢) im Phasenraum (u-Raum). Sie lautet fiir
die r-te Komponente eines nicht-reagierenden Plas-
mas 1

adfrr+27rr€{@+ %DrX%}‘aa—lz:;///(fr’fs,_frfs) grsbrsdbrsd¢’dns :‘\'_;Ars- (1)

Couroms-Wechselwirkung sehr in Frage gestellt. Zu-
nichst kann die Borrzmann-Gleichung fiir ein Plasma

® S. CHaNDRASEKHAR, Ap. J. 97, 255, 263 [1943]. — R. BaLescu,
Transport Processes in Statistical Mechanics (I. PricoGINE,
Ed.), S. 37. Interscience Publ., New York 1958.

10 A. ScuLiTER, Z. Naturforschg. 6a, 73 [1951].

* Die Wahrscheinlichkeitsdichte f wird hier aus technischen
Griinden ausnahmsweise in Fraktur gesetzt. Es handelt
sich also nicht um einen Vektor.

11 S. Cuapvan u. T.G. Cowring, Mathematical Theory of
Nonuniform Gases. Cambridge Univ. Press, Cambridge
1952, S. 323.
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deshalb nicht als streng giiltig betrachtet werden,
weil die Hamictox-Funktion eines Gesamtplasmas
nicht in den Koordinaten der Einzelteilchen separier-
bar ist und somit keine Beschreibung im u-Raum
zulaft. Fir den Fall der Transporterscheinungen
eines Elektronengases in Festkorpern!? wurde ge-
zeigt, dafl die Borrzmann-Gleichung fir den Fall
extremer Verdiinnung giltig ist. Numerische Ab-
schitzungen mit Hilfe eines Arguments iiber den
EinfluB elektrostatischer Mikrofelder auf mafgeb-
liche Vorginge in Plasmen zeigen !3, dafl man nihe-
rungsweise ab etwa einer Temperatur von 10° °K
die Bortzmann-Gleichung zur naherungsweisen Be-
schreibung der hier interessierenden Plasmen an-
wenden kann. Von einer Anwendung der LiouviLLe-
Gleichung !* soll hier abgesehen werden.

Zur BortzmanN-Gleichung ist folgendes zu erwah-
nen: f, ist diejenige Wahrscheinlichkeitsdichte, die
im System eines mit der mittleren Geschwindigkeit
D, der r-ten Komponente mitbewegten Beobachters
festgestellt wird. b, ist gegeben durch

i 1 .
b, = Tr fnr Tr(r9 b,, 1) dv, . (2)

Die Normierung von f, gibt
[i:(x.0,,2) do,=n,. (3)

Uber spezielle Eigenschaften der Bovrrzmann-Glei-
chung berichtet Grap *® in einer ausfiihrlichen Ar-
beit.

Zur Beschreibung des betrachteten Systems mit
seinen Einzelkomponenten ist die explizite Kenntnis
der Wahrscheinlichkeitsdichte f, (1, b,, ¢) erforderlich.
Diese folgt aus einer Losung der Borrzmann-Glei-
chung. Hier soll die Losung fiir {, als Momenten-
problem der Statistik aufgefallt werden und diese
von KaeppeLER 12 und von Kovropner 16 fiir Plasmen
entwickelten Methoden sind im wesentlichen Erwei-
terungen des 13-Momenten-Verfahrens von Grap 7.

In diesem Verfahren wird die Wahrscheinlich-

12 W. Konx u. J. M. Lurtincer, Phys. Rev. 108, 590 [1957];
109, 1892 [1958].

13 H. J. KaeppeLer, Mitt. Forsch. Inst. Phys. Strahlenantriebe,
Nr. 15, Stuttgart, Marz 1958.

14 H. J. KaeepeLer, Uber eine statistische Beschreibung voll-
ionisierter Plasmen; Z. Naturforschg. 14 a, 1056 [1959].

15 H. Grap, Handbuch der Physik (S. Fricce), Bd. XII,
S. 205, Springer Verlag, Berlin 1958.

16 1. I. Korooner, AEC Report NYO-7980, September 1957.

17 H. Grap, Comm. Pure Appl. Math. 2, 331 [1949].

* Der Index r, der die Komponente kennzeichnet, sei im fol-
genden weggelassen.
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keitsdichte {,(r,0,,z) in eine Reihe Hermitescher
Polynome entwickelt *,

~ 4 < 1 (v) (»)

f=f® S’OT Da¥ HY (). (4)

A i

y= L e
Dabei ist

(=1

Srw(u)
e (5)

Qu; duj. ..
ein Tensor »-ter Stufe und ein Hermitesches Poly-
nom »-ten Grades, wobei

HY) (1) =

o(u) = gttt (6)

e
(2 7[) 3/

die Gewichtsfunktion mit der Normierung

/ﬁw(u) du=1

ist. Die Orthogonalitétsrelation fiir diese Polynome
ist gegeben durch

[[[ow Y HEY du=8f 40 . . (1)

wobel

v! fir v =u und 7j...=kl...,

5. = s kl...

kL. —‘{0 fiir v = u oderij...

eine Verallgemeinerung des KroNECKER-Symbols ist.
Demzufolge hat man

[[]oHS Pau—». (8)

Zur Reihenentwicklung der Wahrscheinlichkeitsdichte

wird der dimensionslose Geschwindigkeitsvektor **

_ 3 _ —3
U= o =R (9)

mit der Eigengeschwindigkeit

B=v-b; [Bi@r.v.)do=0 (10)
eingefithrt ***. Es sei ferner
M- ___ ¢
= wnw W (11)

*%* R T hat nach Gl. (17) die Dimension cm?/sec®. Ferner ist
dVz dvy dv;
(RT)Y: (RT)"2 (RT)""

du= du:p de duz =

*** Die auf B,=0,—0, basierenden Momente werden die
individuellen spezifischen genannt, widhrend die spezifi-
schen Momente auf der anderen Definition der Eigen-
geschwindigkeit

] 1 B
Br=0,—0, mit Vy= — > my ns Oy,
or

der mittleren Massengeschwindigkeit, basieren 13, 16,
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eingefiihrt. Damit entspricht f© der MaxweLL-Ver-
teilung. Die Momente der Verteilung, basierend auf
der Eigengeschwindigkeit V;, sind definiert durch

M;;{,,(r,z):m//?V,.V,-...

Diejenigen, basierend auf der Teilchengeschwindig-
keit v;. die sogenannten direkten Momente, sind

=m /f/ v; 1}]' e W
Die hier interessierenden Momente sind im wesent-
lichen
a) das Moment nullter Ordnung, die Massendichte
MO=o=m [[[f.v.0dv;  (12)

b) das Moment zweiter Ordnung, der Drucktensor

M3 =Pyj=m [ [[V;V;f(r.0.1) dv;

f(r,v,2) dv.

rll

(r,0) f(r.v,2) dv.

(13)

c) das verjingte Moment dritter Ordnung. der
Warmestromvektor

—0, o®—_Fu

a0 =1, al(l"

Sijki

—0=
o(RT)?

a;ir
ki r)RT

vl oR—T:

H. SCHRADE, W.BEZ, K. H. HOCKER UND H. J. KAEPPELER

ZQI]: 2qj= Z /[fVVV[I‘,Dt)dD

ﬁmf//V"V f(r,v.6) dv, (14)
Qiir= % (g: 0 it + 4 Oik + qr 9ij) + Qijk »
qiix=0, quz()'
Ferner werden noch benotigt
P"—‘pij+p6ﬁ (15)

= [/ do (16)

der hydrostatische Druck im Gleichgewicht ist. Die
in Gl. (9) verwendete ,Temperatur® T (R = Gas-
konstante = k/m) wird rein formal eingefiihrt durch
die Zustandsgleichung

p/‘Q=RT; pr/@r:RTr- (17)

Die Beschriankung auf die obenstehenden Mo-
mente in der Entwicklung der Wahrscheinlichkeits-
dichte ist als das Grapsche 13-Momenten-Verfahren
bekannt. Unter Zuhilfenahme der Orthogonalitats-
relation (7) erhalt man fir die Koeffizienten der
Entwicklung

A |
WObel -3—IZP,‘,'=

__ Dpii @ _ _ Qi
0= %k T R (18)

(Pij Ot + Pt 050+ Pig Ojy + Py, Oit+ Pj1 Oir: + Py 95) + (94 Op1+ i Ojy + Oy 5;1)

Abbrechen der Entwicklung mit dem 4. Glied ergibt dann fir Gl. (4)

=i {1+

Die letzte der Gln. (18) wird zur Ermittlung von
Sijn herangezogen. Im spéteren Verlauf wird dieser
Tensor jedoch durch seine Spur approximiert. Man
hat somit

S]'1,~= Z’Sij/ff:R T (7 P,‘k— 2 p 6]-/‘.).

O(R T)-

(20)

Die hier durchgefiihrte Entwicklung ist nur fiir
den Fall eines Plasmas brauchbar, fiir den Einfliisse
magnetischer Felder vernachldssigbar sind, d. h. es
ist zu fordern, daB kein dufleres Magnetfeld vorhan-
den ist und die inneren Magnetfelder vernachlassig-
bar klein bleiben. Will man den Einflul magneti-

M(:

IR L

+ Z{Mj’;]

M(’

(v+1)
M ij 7,59

rlifs o +‘U, 5.

Qi
2 5+ Y MY,

¥, 04
m + m m

{ Zp,,V V,+<5——1> iV ]}

N
—]Ur l} \ Z Ju(v 1) rom

(19)

scher Felder mit berticksichtigen, so ist die Entwick-
lung (19) durch eine erweiterte Entwicklung (4) zu
ersetzen, die insbesondere Q;;; an Stelle ¢; enthalt.

In den im folgenden durchgefithrten Betrachtun-
gen werden Einfliisse magnetischer Felder unberiick-
sichtigt gelassen.

Die Momenten- und Bilanzgleichungen erhilt man
aus der Borrzmann-Gleichung mit Hilfe der Defini-
tion der individuellen spezifischen und der direkten
Momente. Multipliziert man (1) mit dem Tensor
Vi) =ViV;... und integriert iiber den Geschwin-

digkeitsraum, dann folgt die allgemeine Momenten-
gleichung fiir die r-te Komponente des Plasmas,

m
-~
O

(21)

Z M’ 1) (S/III:

m

XV A do.
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Die allgemeine Bilanzgleichung erhilt man durch Multiplikation von (1) mit dem Tensor vlf]”.).__ und Inte-
gration iiber den Geschwindigkeitsraum,

B ot N Qo) ze
?Sr,ij..-_,_Ta—I]Sﬂlij).,.—ZZ my EIS ‘5 s 6lm— > fv ;! Arsdn~ (22)
Die GroBen [V A.dv, und [of) A.dv,

bezeichnet man als StoBintegrale. Die praktische Anwendung der Gln. (21) und (22) hingt davon ab,
diese Integralausdriicke auf die Momente zuriickzufithren. Einzelheiten hieriiber sind in der Literatur zu
finden 13 15717, Fiir den hier vorliegenden Fall der Onmschen Heizung eines Plasmas sollen einige dieser
Integrale im nachfolgenden Abschnitt gelost werden. In Gl. (21) und (22) ist ferner

y a; k blm—ajk bzl‘f‘atl\ b]l + a;j bkl+

Damit ergeben sich die folgenden Momenten- und Bilanzgleichungen fiir ein Plasma ohne Magnetfeld:
a) die Kontinuitatsgleichung aus (21),

Jor ) -
: + ZI % (Qrvr,l) —Os (23)

b) die Bewegungsgleichung aus (22) zusammen mit (23),
- 3 = 3 N
Qrvr.i<§+gvr.l a >+Z Prll nrzeEi=SZmr/vriArsdDr=;31rsz (24)
c) die Energiegleichung aus (22) zusammen mit (23) und (24)

r+$‘ (UrlE)+ya qr, I+ZP: 1k a vrl S‘ Z {”;r/v.rl,iArsdDr—mrari/Ur.z‘Arsdnr}

= Z{jrs— Z‘Dr,lmrs,l} mit Er=z %/Vf,1f(rv Dr’t) dnr=§‘n1‘kTr>
s [ i =

d) die beiden Transportgleichungen aus (21)

1. fiir den Drucktensor:

aP’” Z 5 GriPri) + ZZ<P1-.,1 Bt 4 P a:f;"l">+ %('a%, gr.i+ a%- gr.i+ lZ a%%.z%) (26)
=N m, [ ViV Arsdv,
5
2. fiir den Warmestromvektor:
a—atq,,,-+2£_ (5r.19r1) +5 ?{ qr. zaa”” +4r. 1“5’;'} %_Z aaﬁ;'l’ + %mi, ;{sz %%’ +T,--E%Pr,n}

- m—r— (Pr T,) + lz }%E:—M{Emrs.l_ JZE; Pr-“”} :,; 2 ﬂ;_r/Vi Vi V:i A,sdv,, (27)
wenn man die 13-Momenten-Approximation zugrunde legt. Eine Losung dieses Gleichungssystems liefert
dann die Wahrscheinlichkeitsdichte Gl. (19). Die Energiegleichung selbst ist schon in der Transportglei-
chung fiir den Drucktensor enthalten, so daf} diese keine weitere Bestimmungsgleichung darstellt.

Fiir die im nachfolgenden durchgefiihrte Rechnung ist eine Umformung des StoBintegrals von Interesse.
Es existiert die Beziehung (siehe z. B. Anm. 1)

a, A= [ [ [ [ (i 7 ~7:70) grobradbysdgdv,dog = [ [ [ [ (2 ~a,) f, fs gro brs dbys dp d, v,

wobei a, eine beliebige GroBe vor dem StoB, a,” dieselbe nach dem StoB ist.
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II. Vereinfachtes Modell der Ohmschen Heizung
eines vollionisierten Plasmas

Fir die weitere Betrachtung der Ommschen Hei-
zung eines Plasmas soll die im Vorangegangenen
diskutierte 13-Momenten-Approximation, die im
allgemeinsten Fall bei zwei-komponentigen Gas-
mischungen auf die Quadratur von 2 x 3328 Integra-
len und die Losung eines Systems von 2 x 13 gekop-
pelten nichtlinearen Differentialgleichungen fiihrt.
in der Weise vereinfacht werden, dal} die Anisotro-
pie des Drucktensors und der Wirmestromvektor
fir jede Komponente vernachlassigt wird. Die Wahr-
scheinlichkeitsdichten reduzieren sich dadurch auf
lokale MaxweLL-Verteilungen:

= /* exp Jmr (0r—07)

fr(r,0,,8) = n,(r,t)<2 kT) eXp\ kT, }
(28)

wobei T,=T.(r,t) und b,=0,(1,¢) ist.

Weiterhin soll fiir die Onmsche Heizung hier zu-
ndchst der ortsunabhingige instationdre Fall be-
trachtet, der Einflul} des Magnetfeldes vernachlas-
sigt1® und von Instabilititen abgesehen werden.
Die Einflisse des Magnetfeldes mogen einer spate-
ren Betrachtung vorbehalten bleiben. Tatséchlich
schlieft die Annahme der Ortsunabhingigkeit das
Verschwinden des Warmestromvektors und des an-
isotropen Anteils des Drucktensors naherungsweise
mit ein2’, wenn die relativen Anderungen der
makroskopischen Eigenschaften, wie AT/T, A4v/v
usw., innerhalb der mittleren Stoflzeit klein gegen
eins sind. Unter diesen Voraussetzungen lauten die
interessierenden Gleichungen:

n.=zn;=const (s. Anm.¥), (29)

dv; R . ) - A. = :

0i e _n1~e(§:«— ; mlfnlAlele— ;9{m7
(30a)

Qe ddnl’e' +nee €= ezl mefDeAeidDe :Zmen
(30b)

3 i

5 N ‘TT {’; fbi2Aied’Ji—Ui§Rie}, (31a)

el

18 H. Grap, Comm. Pure Appl. Math. 2, 325 [1949].

19 Wie L. Spirzer, Jr. (s. Anm. %) bemerkte, ist die Vernach-
lassigung des Einflusses des Magnetfeldes auf die Onum-
sche Heizung in erster Naherung erlaubt.

20 J. O. HirscureLper, C. F. Curtis u. R. B. Birp, Molecular
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3 d7e , 2 ' e 2
?nekd_t+—ﬁ5=;{17; fne Aeidbe"neé}tei}

(31b)

Dabei ist die letzte Gleichung insofern erweitert, als
sie die Energieverluste der Elektronen durch Strah-
lung mitberiicksichtigt 2°*. Konsequenterweise miifte
in einer Mehrkomponententheorie das Photonen-
gas als zusitzliche Komponente betrachtet werden.
Auflerdem miifiten wir bei den Stofintegralen auch
solche fiir inelastische Elektron-Ion-Stofe beriick-
sichtigen, was die Rechnung weiterhin erschwert. Im
Falle eines voll-ionisierten Plasmas beschrinken sich
die nichtelastischen Sto8e auf die Prozesse der Strah-
lungsemission. Doch laft sich naherungsweise der
Gesamtstrahlungsverlust den sehr viel leichteren
Elektronen zuschreiben. Wie gezeigt werden kann,
ist fiir nichtrelativistische Teilchen ein frei—frei-Stof3
in bezug auf den Impulsaustausch hinreichend ela-
stisch. Bei dem hier betrachteten Fall nicht zu dich-
ter und ausgedehnter Plasmen kann die Strahlungs-
absorption vernachldssigt werden.

Sind die Stofintegrale als Funktionen der Dich-
ten, Temperaturen und mittleren Geschwindigkeiten
bekannt, so beschreibt unser vereinfachtes Glei-
chungssystem bei vorgegebenem € (¢) fiir ein orts-
unabhéngiges Problem den zeitlichen Verlauf der
mittleren Geschwindigkeit und der Temperatur so-
wohl des Elektronen- wie lonengases unter Voraus-
setzung von kleinen relativen Anderungen der
makroskopischen Eigenschaften wie AT/T; Av/v
usw. Inwiefern letzteres erfiillt wird. muf} von Fall
zu Fall abgeschitzt werden.

II1. Berechnung der StoBintegrale

A. StoBintegral fiir den Impulstransport

Die Stoflintegrale in den Bewegungsgleichungen
haben die Dimension einer Kraftdichte. Sie stellen
die von einer Komponente auf die andere Kompo-
nente durch StoBle (intermolekulare Wechselwir-
kung) ibertragenen Bewegungsgroflen pro Zeit-
und Volumeneinheit dar und werden allgemein als
Reibungskrifte bzw. Diffusionskrifte bezeichnet 7 8.

Theory of Gases and Liquids, Wiley & Sons, New York
1954, S. 495.

* Auf Grund der Kontinuititsgleichung ist ne=const,
ni=const die Ortsunabhingigkeit fordert jedoch auch
div€=4 m e(znj—ne) =0 (Quasineutralitit).

20% J. O. HirscurELDER, 1. c. 20, S. 720 ff.
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In unserem vereinfachten Fall mit zwei Komponen-
ten, fiir die wir je eine lokale MaxweLL-Verteilung
annehmen, brauchen wir nur Elektron-Ion-StoBe zu
betrachten, weil zwischen Teilchen von derselben
Komponente im Mittel keine Impulsiibertragung
stattfinden kann. In der nachfolgenden Darstellung
beschrianken wir uns darauf, die Elektronen und die
Ionen als jeweils eine Komponente mit einer Nor-
malverteilung zu betrachten. Damit bleiben Anoma-
lien in der Verteilung (Gruppendarstellung einer
Teilchensorte) unberiicksichtigt.

Die Reibungskraftdichte, welche, herrithrend von
den Ionen; auf die Elektronen wirkt, ist gegeben
durch das Stoflintegral

Rei=m, [ b, Ae; dv,
= /f//me(ne’ —De) fe(O) fi(o) 8ei bei dbe; do dp; dv, .

Hierin bedeutet m, (b, —V,) die Impulsinderung
des Elektrons bei einem beliebigen Stol mit einem
Ion. Ist ¢ der Einheitsvektor der Stofnormalen, so
berechnet sich die Impulsinderung in Richtung e
wenn D,

(s. Abb. 1), * und b.* die Geschwindig-

Abb. 1. Vektordiagramm eines Elektron-Ion-Stofes im
Schwerpunktsystem der StoBpartner.

keiten des Elektrons im Schwerpunktssystem der
Stofpartner nach und vor dem Stof} darstellen zu:

me (D —De) €=me(bc* —0.%) e
=me (| 0e" | cos y —[ve" | cos ).
Dies ist nach Abb. 1 bei Voraussetzung elastischer
Streuung gleich
— mei | Ve* | cos # (1 +cos 2 O)
+myg |De* | sind sin2 O cos ¢ .

Fir die Reibungskraft in e-Richtung folgt nach In-
tegration tiber ¢ von O bis 2 :

21 R, L. Lisorr, AEC Bericht NYO0-8669, Institute of Mathe-
mat. Sciences, New York 1957.
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Rei-e= —2:rszfme[l‘)e’|cosz9(l +cos2 0O)
: fe(o) fi(o) 8ei bei dbe; d; do,

oder, wenn wir b.* durch (De D;) ersetzen,

me—+

Rei=2a[ [mei(d—0e) f©@ Fi® Ay dydve, (32)

. _ mem;j
mit Mmei = -———me+m (33)
und Ay =g / (1 +cos2 @) b,; db,; -

Die GroBe A, welche eine Funktion des Betrages
der Relativgeschwindigkeit ge; ist, ldBt sich fiir
Couroms-Wechselwirkung zwischen den Teilchen
analytisch streng nicht angeben. Das Integral diver-
giert fiir ein reines r~!-Potential. Um trotzdem mit-
tels einer Zweierstofirechnung verniinftige Nahe-
rungslésungen zu erhalten, sind verschiedene Vor-
schldge gemacht worden 2 2% 23; vgl. auch Anm.1!,
S. 178. Dabei wird entweder der Stoparameter fiir
das reine Couroms-Feld in einem bestimmten end-
lichen Abstand abgeschnitten, oder es wird bis zu
einem endlichen Stolparameter mit einem ungestor-
ten Couroms-Feld gerechnet und fiir groBere Stof3-
parameter ein abgeschirmtes Feld (z.B. aus der
DeBve-Htcker-Theorie) zugrunde gelegt. Wie Li-
BOFF 2! zeigt, ist der Unterschied zwischen den Er-
gebnissen der verschiedenen Methoden fiir Plasmen
mit nicht zu hoher Ladungstriagerdichte klein. Be-
rechnen wir A,; fiir StoBe zwischen Elektronen und
Z-fach geladenen Ionen nach CHapmaN und CowriNg,
indem nur bis zu einem endlichen Stofparameter b,
integriert wird, so folgt

A= 2L (34)
Mmei 8ei
it ;'=ln<1+ [bo S gt T) (35)

Fir b, setzen wir den von Sprrzer und Hirm vor-
geschlagenen Desve-Radius
k Te
bomdo= |/ g

4 7 ne e2(1+2) (6]

Die Quadratur des Stoflintegrals fithren wir in der
Weise aus, dal wir das In-Glied mit seinem gerin-
gen EinfluB vor das Integral ziehen und g.;®> durch

22 R. S. Coney, L. Sprrzer sr. u. P. McRourry, Phys. Rev. 80,
230 [1950].
23 S, Serrzer Jr. u. R. Hirm, Phys. Rev. 89, 977 [1953].
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das mittlere Quadrat der Relativgeschwindigkeit

geil = // gei® fe'® fi® dv, du; (37)
a2 Te | Ti
= (Joi +3k<me + mi)
ersetzen.
Nach Anhang I erhalten wir:
Rei = —2.1%21—‘.”_j a’* n, my— (38)
. {(D(z) = 21 P e‘”:} Qei -
Hierin bedeuten
g —L . oW (39)
2k meTi+miTe
%= Va|gel, (40)
— 9 k3 Te? 2,2 2}
! Inll+ 47 needz2(z+1) (L+ )% (41)

@ (%) = Gausssches Fehlerintegral.
In Abb. 2 ist der Betrag der Reibungskraft be-

zogen auf n.n;-z als Funktion der Diffusionsge-

]

m’ vt 10 w0t 07

l‘ge//

Abb. 2. Reibungskraft bezogen auf ne ni 2> als Funktion der

Diffusionsgeschwindigkeit | @e; | bei verschiedenen Elektronen-
temperaturen Te .

10° €2 10°

Kurve Nr. 1 2 3 4 5
Parameter Te | 5,104 ' 5.70¢ | 105 | 2-105 | 5-10°
in °K

Kurve Nr. 9 7 8 9 | 10

Parameter Te 106 2,1()6"5,105i 107 ‘ 108
\

in °K

schwindigkeit und Elektronentemperatur aufgetra-
gen. Die Abhingigkeit von der Ionentemperatur ist
vernachlassigbar klein, solange sie nicht merklich gro-
Ber wird als die Elektronentemperatur (7;=10T,).

Die dimensionslose Grofle x ist ein Maf fiir das
Verhiltnis der Diffusionsgeschwindigkeit zur ther-

H. SCHRADE, W.BEZ, K. H. HOCKER UND H. J. KAEPPELER

mischen Geschwindigkeit. Ist x <1, dann kann »

im In-Glied vernachléassigt werden, und es gilt nihe-
rungsweise,

Al Gy -2 e la

5 ld)(z) o xe™" ~

Damit ist die Reibungskraft proportional zur Dif-

fusionsgeschwindigkeit @,; und abgesehen von y(T,)

umgekehrt proportional zu T';”%, wie es auch die Dif-

fusionstheorie zeigt. Bemerkenswert ist jedoch die

Tatsache, daf} die Reibungskraft bei =1 ein Maxi-

mum durchlduft und fiir groflere # proportional —q%

“ | Bei

abfallt. Eine Temperaturabhangigkeit ist nur noch

durch den Faktor y gegeben.

4
sys 42)

—
/
/
I
4y /
s
d
3yt
a)
Rejl
2
y b)
Iy +
<)
0 ] 2 3
X’ ———
Abb. 3.

Um den Einflul verschiedener Kraftgesetze fir
die intermolekulare Wechselwirkung auf die Rei-
bungskraft zu veranschaulichen, sollen die StoB-
integrale fiir MaxwerL-Molekiile und fiir starr-elasti-
sche kugelférmige Teilchen vom Querschnitt Q,; mit
dem fiir Couroms-Teilchen verglichen werden.

Fir Maxwerr-Molekille mit einem Wechselwir-
kungspotential r~* (r=intermolekularer Abstand)
wird das Integral fiir die Reibungskraft besonders
einfach, weil 4,; von g,; unabhingig ist. Die Rei-
bungskraft berechnet sich, wenn u, eine Potential-
konstante darstellt, zu:
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mil-\?xwun =Mys Urs f/ (Ds i t)r)
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fr Ts dogdb, = —n, ngm; MUrs érs . (43)

Die Reibungskraft ist hier durchweg proportional zur Diffusionsgeschwindigkeit.

’ . . . . 1
Im Falle starr-elastischer Kugelsphéren ist 4, proportional g,;, und zwar ist A= 5 g5 Qys, so0

daB sich die Reibungskraft zu
R —mys Qrs [ [ (05— 0,) s, 5 v, du,

= —NyNgMy Qrs

berechneg,.(s. Anhang I).

Fir kleine x laft sich die geschweifte Klammer
entwickeln. In erster Ndherung erhalten wir auch
fiir starre Kugelsphiren die Reibungskraft propor-
tional zur Diffusionsgeschwindigkeit g,s, nimlich

%i?" A~

ng Qrs grs .

8
————— My Ny
a

In Abb. 3 sind die Betrige der Reibungskrifte als
Funktion von x» dargestellt fir a) starre Kugeln,
b) MaxweLL-Molekiile und c¢) Couroms-Teilchen.
Dabei sind Q,; und u,s so gewahlt, daf3

=Ny g Mys /f/’r: (45)
8 22 et 8 V-
=Ny NgMys _Qars ’E*V; =nNenj o va '”;)'/7
i

ist. Abgesehen vom Faktor y, dessen x-Abhingig-
keit nur unwesentlich ist, ist die Grofle y von der
Diffusionsgeschwindigkeit | g.; | unabhiingig. Solange
%< %, d. h. die mittlere thermische Geschwindigkeit
der Elektronen noch wesentlich grofer als die Dif-
fusionsgeschwindigkeit (g.i) ist, unterscheiden sich
die Kurven a), b), ¢) nur um weniger als 3%. Im
Bereich 0 < x < 1 konnen wir niherungsweise die
Elektronen und Ionen entweder als MaxweLL-Mole-
kiile oder starre Kugeln ansehen, wobei der Faktor
Urs bzw. ein mittlerer Querschnitt Q,; (GvosDOVER-

1. fiir die Ionen:

2. fiir die Elektronen:

o ] 000

Entsprechend wie unter A ist eine Stofbetrachtung
zwischen Teilchen, die derselben Verteilung ange-
horen, nicht notwendig, weil im Mittel daraus keine
Energieiibertragung resultiert. Zur Berechnung von

A= % (Di/2— Diz) und Ae = % (De,2— De2)

4 Va

ju= [ [ [ [ 502 =02) FO 10 giobie dbie dp doe .

(44)
S (2 e = (-4 =) B(x)

{ 2

V

L grs

Querschnitt) aus Gl. (45) folgt,

ze?

pai= 5 Vaaty (2] (46)
3 mej
2 \2
g;ivosnovsn - < :,:; a> aTy. (4‘7)

Fir grofe » kann ebenfalls ein solcher mittlerer
StoBquerschnitt definiert werden. Durch Gleichsetzen
von (38) und (44) folgt der effektive Querschnitt
fiir Elektron-Ion-Stofl bei gegenseitiger Durchdrin-
gung der Komponenten zu

Q:fif — Qg,ivosnovsn (48)

[ - g—'/e_%’]
iR =T |

@04 x2—1) D(x)+ —2 (e+2 5% e—*
V=

Fiir sehr grofle » geht der effektive Querschnitt iiber
in

-2

P

2 54
GvOsSDOVER e
i 2 0.4
mei- Qei

3ff
Qei i~ ei 2'77

B. StoBintegral fiir den Energieaustausch

Die StoBintegrale, welche den Energieaustausch
zwischen den Komponenten e und i wiedergeben,
lauten:

(49 a)

) i(m fe(o) &ie b;. db;e d(P dv; db,. . (49b)
I

spalten wir die Geschwindigkeiten wiederum auf in
eine Schwerpunktsgeschwindigkeit b; und in die ent-
sprechenden Geschwindigkeiten im Schwerpunkt-
system beider Stofpartner (s. Abb. 4). Es folgt

Ae=me (0" —0.*) b
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Abb. 4. Winkelverteilung beim Elektron-Ion-Sto8.

Aus der Geometrie der Stolkonfiguration erhélt man

De*,:De*“2(De* II) H=De*—2 = (gein) n,
(50)

4.= — 2 mei(gei ) (11 D) =2meigeilns|005 Ocos vy,

me-+mj

wobei 11 den Einheitsvektor der Stonormalen dar-
stellt.

In dieser Form ist der Integrand fiir die Quadra-
tur ungeeignet, weil sowohl || als auch cosy,
durch die Geschwindigkeiten D, und b; ausgedriickt,
einen komplizierten Ausdruck liefern. 4, und 4; las-
sen sich aullerdem darstellen durch

d.= % (B*24 02 -0 24+20.* " 0,),
A= 5 (072 + 02~ 0% + 207+ 0,) .

Unter Voraussetzung elastischer Streuung ist

H. SCHRADE, W.BEZ, K. H. HOCKER UND H.]J. KAEPPELER

so da} das Quadrat der Schwerpunktsgeschwindig-
keit b, folgt zu:

—8 (B2 =0,"7) e (B 5"},

me-+mj me-+mj

Eingesetzt in die Gleichung fiir 4, ergibt (s. Abb. 4)

2=

Ae: % {De*2 - Di*2 = (De2 - Diz)} +me De*’ * Dy

Mmei [ mi—me o (n2 v 2|

2 | mifrm 8ei (CUSES )’ (5,1)
+ Mei gei | Vs | cos .

Ersetzen wir in Gl. (50) cosvy durch (b gonio-

metrische Beziehung
cos 1y =cos O cos ¥ +sin @ sin ¥ cos p ,
in Gl. (51) cos v durch die entsprechende Beziehung
cos ' = (2cos® @ —1) cos ¥ +sin 2 O sinJ cos @

und multiplizieren wir Gl. (50) mit (1 —2 cos®0),
so folgt durch Addition beider Gleichungen der Aus-
druck fiir 4,/2 cos®> ©®. Nach 4, aufgelost, ergibt

A, = }(1+cosz@)
+ M gei | Vs | sin # sin2 O cos p .

Mei [ Mi—me , 5 (2 ye2
3 | mitoe &ei (b ;%)

Diese Umformungen bezwecken, daf} einerseits der
Integrand 4, nur Groflen enthalt, die direkt durch
die StoBvariabeln ¢, 6, ¥, b, und b; bzw. g, ge-
geben sind, und daB andererseits die -Abhingig-
keit herausfallt. Das noch unbekannte 2. Glied mit
|| sin® verschwindet bei der Integration iiber ¢

A+ 4;=0, von 0 bis 2 7z . Damit lautet das StoBintegral
Jei =T Mej // lmi——’E gei2 — (b2 —15?) l Aq fe(O) fi(o) dv; dv. . (52)
mi+me J
Nach Anhang II folgt
. — 22 et 2 e 1 ’ me 2 = D (%) i+ Gei |
]ex-—27l'|/aTei nenly{ Vﬁe a, 7@(4) e +<V;e e >a~ -k (53)
Zusammen mit Gl. (38) erhilt man fiir den in der Energiegleichung auftretenden Ausdruck,
. — 42 ot 1 ; 2 B
ju=DeRa=2aVa L nomy | = B0 B — e e, (54)
_ meTi . g_ miTe (55a, b)
me Ti+mj Te me Ti+mj Te

Eine Formel fiir kleine » (% < %) erhilt man daraus, wenn man die geschweifte Klammer entwickelt und

mit 2 abbricht:

jei—Vei* Rei=4V7ma 2etnen; .

me Ti+mj Te

(T;—Te) (1— L;>+§<1+ %)Te-xz | o)

Durch Vertauschen der Indizes e und i erhélt man den entsprechenden Ausdruck fiir die Ionen.
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IV. Diskussion der Ergebnisse

Im Vorliegenden wurden unter den Annahmen

a) Vernachlassigung des Einflusses eines
Magnetfeldes,

b) Vernachldssigung der Anisotropie des Druck-
tensors,

c) Vernachlassigung des Warmestromvektors,

d) Kanalmodell mit z-Strom,

ein System von Gleichungen zur praktischen Berech-
nung der Onmschen Heizung eines vollionisierten
Plasma’}hgeleitet. Dieses System ist in den Gln.
(30 a,by" und (31a,b) angegeben. Die zugehori-
gen Stoflintegrale wurden berechnet und in Gl. (38)
mit den Gln. (39) bis (41), sowie Gl. (54) mit den
Gln. (55a.b) angegeben.

Die Vernachlassigung des Warmestromvektors und
der Anisotropie des Drucktensors liefert eine lokale
MaxweLt-Verteilung. Damit beschrankt man sich in
der Beschreibung des Plasmaverhaltens auf die nie-
deren Momente, also insbesondere auf die Variablen
0, b, T, so daB man zuniichst die Uberlegenheit des
Momentenverfahrens gegeniiber der Exskocschen
Methode aufgibt. Jedoch scheint es ohne besondere
Schwierigkeiten moglich, die hoheren Momente mit
in die Rechnung einzubeziehen. Es sind dann die
Gln. (23) bis (27) zu verwenden, wobei nun aber
weitere Glieder der Stoflintegrale auftauchen, die
hier nicht berechnet sind. Diese Glieder entstehen
durch den 2. und 3. Term fir die Wahrscheinlich-
keitsdichte [Gl. (19)]. Bei der durchzufiihrenden
Integration kénnen die von b und ¢ abhédngigen Mo-
mente vor das Integral gezogen werden, so daf} im
Integrand nur noch bekannte Funktionen der Ge-
schwindigkeit stehen.

Will man Annahme d) fallen lassen und andere
Modelle behandeln, z. B. die Oumsche Heizung in-
folge der Abbremsung induzierter Wirbelstrome
beim ©-Pinch mit endlicher Leitfahigkeit, dann muf}
zuvor eine Beriicksichtigung des Einflusses des Ma-
gnetfeldes durchgefiihrt werden, also Annahme a)
beseitigt werden. Die Moglichkeiten hierzu scheinen
durch das Momentenverfahren gegeben zu sein.

Es ist ferner noch zu beriicksichtigen, dafl durch
die Verwendung der Borrzmann-Gleichung mit den
hier angegebenen StoBintegralen eine Beschriankung
auf Zweierstofle erfolgt ist. Die kumulative Wechsel-
wirkung im Plasma ist damit vernachlassigt und die
hier berechnete Reibungskraft ist zu gering. Eine
naherungsweise Erfassung dieser Effekte konnte die
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Anfiigung von Fokker—Pranck-Termen zu den Stof}-
integralen ergeben, so wie dies etwa von SpITZER
und Mitarbeitern 2> 2 oder von Grap?* durchge-
fihrt wurde. Eine Abschdtzung lafit sich hier da-
durch angeben. dafl man die elektrische Leitfdhig-
keit nach Cuapman-CowrinGg (Zweierstofe) und die-
jenige von SpiTzER vergleicht, wie dies in einer Ta-
belle bei Serrzer erfolgt ist. Fiir den Extremfall ge-
ringer Dichte und sehr hoher Temperatur ist die
Seitzersche Leitfahigkeit etwa 60% derjenigen von
CowrinG. Jedoch ist hier zu beachten, dal3 bei letz-
terer nicht der DeBve-Radius als maximaler Stof}-
parameter gewahlt wurde, wie dies von SpiTzER wie
auch von uns durchgefithrt wurde. Es ist zu vermu-
ten, wie aus den Ausfihrungen bei Serrzer ?* her-
vorgeht, daf} unsere Ergebnisse niher bei denen von
Serrzer liegen.

Ein weiterer Umstand ist an dieser Stelle noch
zu diskutieren. Die hier angewandte Art der Be-
schreibung hat trotz der urspriinglich kinetischen
Betrachtungsweise einen makroskopischen Charak-
ter. Dies rithrt daher, dal im Endeffekt eine Dar-
stellung des Plasmaverhaltens ausschlieBlich durch
iiber die Verteilung gebildete Mittelwerte erfolgt.
Die Verteilung selbst mag, obwohl sie im mittleren
Bereich im wesentlichen eine MaxweLLsche ist, einen
starken nicht-MaxweLLschen Schwanz haben. Ein sol-
ches Anheben des Schwanzes einer Verteilung kann
z. B. durch relativ starke elektrische Felder erfolgen.
Da die Reibungskraft als Mittelwert, d. h. als Inte-
grand iber die Verteilung gegeben ist, wird sie we-
sentlich durch den mittleren Bereich der Verteilung be-
stimmt und der von einer MaxweLLschen Verteilung
stark abweichende Schwanz ist von geringem Ein-
fluf. Man sieht somit, daB} die hier erfolgte Be-
schreibung durch Mittelwerte einerseits gerechtfer-
tigt ist, wenn man sich im wesentlichen fiir eine
ph@nomenologische Darstellung interessiert. Ande-
rerseits unterdriickt man eine Reihe von Informa-
tionen, insbesondere diejenigen iiber den Verlauf
der Wahrscheinlichkeitsdichte. Eine Diskussion hier-
tiber findet man in der genannten Arbeit von Grap 4.

Eine wesentliche Rolle kann ein solcher Nicht-
MaxweLLscher Verteilungsschwanz bei der Betrach-
tung des ,,Runaway“-Effekts haben. Es ist hier emp-
fehlenswert, zwischen dem Runaway-Effekt fiir Ein-
zelteilchen und dem kumulativen Runaway-Effekt zu
unterscheiden. Der Faktor .1.i/g.; aus Gl. (33) kann

24 H. Grap, AEC Report NYO0-7977, Institute of Math.
Sciences, New York University, New York, Jan. 1958.
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als Mal} fir die Wechselwirkung zwischen einem
Elektron und einem Ion angesehen werden. Die-
ser Faktor ist proportional g, %, nimmt also sehr
stark mit wachsender Relativgeschwindigkeit ab.
Dies bedeutet, daf} schnelle Elektronen nur noch un-
wesentlich am Impulsaustausch mit den Ionen teil-
nehmen, sie ,laufen davon“ (Runaway-Effekt fiir
Einzelteilchen). Der Anteil der Runaway-Elektronen
hiangt somit stark von dem Verlauf des Schwanzes
der Verteilung ab. Da diese Runaway-Elektronen
einen Teil des elektrischen Stromes fiihren, der nicht
mehr der Onmschen Heizung zugute kommt, wird
das Auftreten von solchen Runaway-Elektronen die
aus der Beziehung o = I/E‘F bei gemessenem
Strom /, gemessener Feldstirke E und gemessenem
Entladungsquerschnitt F ermittelte elektrische Leit-
fahigkeit o verfalschen.

Der kumulative Runaway-Effekt kann aus dem
Vorgenannten verstanden werden. Er tritt dann auf,
wenn die Reibungskraft so weit abgenommen hat,
dafl man bereits von einem Weglaufen der Elektro-
nen im Mittel sprechen kann. Eine solche Betrach-
tung des Runaway-Effekts hat Dreicer 2> unter Ver-
nachldssigung der Ionenbewegung durchgefiihrt. Er
bringt u.a. eine Naherungsformel zur Berechnung
der Wahrscheinlichkeit dafiir, dal} nach einer gewis-
sen Zeit die Gesamtheit der Elektronen ins Runaway-
Gebiet gelangt sind. Der Ubergang der Elektronen-
komponente ins Runaway-Gebiet 1af3t sich mit Hilfe
von Abb. 3 veranschaulichen. Hier ist die Reibungs-
kraft als Funktion einer Variablen
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also einer auf die mittlere thermische Geschwindig-
keit bezogenen Diffusionsgeschwindigkeit, angege-

H. SCHRADE, W.BEZ, K. H. HOCKER UND H. J. KAEPPELER

ben. Die Reibungskraft steigt bis zu einem Wert
#=1, d.h. bis die Diffusionsgeschwindigkeit so
grof} wie die mittlere thermische Geschwindigkeit ist,
um dariiber hinaus mit wachsendem » abzunehmen.
Es ist nun

gei=ne—ni

Fir b, und b; gelten die Bewegungsgleichungen
(30 a,b), in denen die elektrische Feldstirke € als
wesentliche Grofle auftritt. Aus diesen Gleichungen,
zusammen mit Abb. 3, sieht man, daf} fur

& < SR,AL nmx/e e '

die einzelnen Komponenten nur solange beschleunigt
werden, bis die mit der Diffusionsgeschwindigkeit
ansteigende Reibungskraft der aus dem elektrischen

Feld herriihrenden Kraft die Waage halt. Fir
109 22 nj f: Volt:|

(siehe Anhang I).

-_ 3
€ > Rei, max/e oy mi e
wird die Feldkraft immer grofler bleiben als die
Reibungskraft und die Elektronen und Ionen wer-
den dauernd beschleunigt. Man ersieht also daraus,
daB fiir eine wirkungsvolle Onmsche Heizung nur
der Bereich

% é 1; € é @»i,mnx/e ne

interessant ist. Hieraus lassen sich die elektrischen
Feldstéarken fiir die jeweiligen Fille angeben.

Zu beachten ist noch, daB der kumulative Run-.
away-Effekt durch zunehmendes Wachsen dieses Ef-
fekts fiir die Einzelteilchen hervorgerufen werden
kann. Dieser Vorgang laft sich mit den hier ange-
gebenen Gleichungen nicht erfassen, sondern muf
(entsprechend dem oben Gesagten) von einer Dis-
kussion des tatsdchlichen Verlaufs der Wahrschein-
lichkeitsdichte ausgehen.

Anhang I

Quadratur des StoBintegrals etarr (44).
?Ri?" =1, Mg Mys Qs

dv, = d&, dn, dZ,

a3

mit f= 7
-

Dr —Vnr = mr ’

Die Integrationsgrenzen (— oo ...

1. Substitution: dy, =d%,,

e / / (05— ;) grs 74O 78" e 7R 70" dy, d

entsprechend fiir s.

by —Ds= éBs ’
+ o) bleiben fiir jede Geschwindigkeitskomponente

dy, =dB;.

& Lr )
b=\ 7 | B, = Ny dieselben.
4 &y

25 H. Dreicer, Proc. 2nd UN Intern.

Conference Peaceful Uses of Atomic Energy, Vol. 31, Genf 1958.
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.o y) y)
2. Substitution: W, = lr-ijls B, + lr-:ls s Cre =B, ~B,,

dB, dB; =dw,; dc,;. (Die Funktionaldeterminante wird 1.)
Die Integrationsgrenzen fiir die Komponenten von v, und ¢, sind wiederum — o und + oo . Der Ex-
ponent der Verteilungsfunktion lautet jetzt:

L8242, B2 (A +A) 1,2+ s ¢ 2
r+As

3. Substitution: Qrs=Crs+Qrs =0, — s, mit Qs=b,—0s, d¢s=dg,s. (s. Subst.1.)

Auch bei dieser Substitution bleiben die Integrationsgrenzen von — o bis + o . Das Integral lautet:

' RETE _ _, y myg Qpy 22T (1,,8) Y2 f / Gy Grs € T H0W% e=a(85= 010 Ay, dg, ,
Y gl As/u,fzs), vgl. Gl (39).

) grs cos P )
4. Substitution: Grs Grs=| Grs| | Grs | cOS D, s = (g,s sin 9 cos @ >, dg,s=dg,s d9 dp g,* sin ¥ .
&rs sin? sing

Die Integrationsgrenzen sind fir g, von O bis o<, von 0 bis 7. von O bis 2.7.

Damit lautet das Integral:

2x 7 0©
RS = —nengmys Qrs (lrj;_)i / S i / / / grs2 cos © e {9rs"+8r" =201 | Gra | 05 8}
iog grs2sin ¥ dg,s A9 dg .
. . . =0, t=1 .
5. Substitution: cos¥=t; —sintdd=dt. Integrationsgrenzen: o .
- " B
Vag“‘:I’ dgs = i/;dx, Va'lgrsl:z'
Nach Integration iber W, (dW,s=dw,, ; dw,s , dw;s ;) und @ ist:
oo +1

Rstarr — i, ngmys Qs - e @222t qp g .
V7a
0-1

Dieses Integral 146t sich in einfacher Weise analytisch l6sen, s. Gl. (44).

Quadratur des Integrals (32)
Nach Substitution 1, 2 und 3 und Integration iiber 1,; ist:

2 54 2
m c= —Na T i = N a ge‘ _a{gel Qei} d
€l e V) si y Vn ge g

Nach Substitution 4, Integration iiber ¢ und Subst. 5 folgt:

+1 o
y 4 Vn e ge, //t e~ T 2=zt dp dy .
t=—1 ge;=0

22
ERei = —nNenj

Nach Grosner und Horrerter 26 erhilt man fiir das Integral:

+1
1 n/e""""{1+ D(xt)}tde.
-1

26 W. Groever u. N. Horrerrer, Integraltafeln IT, Springer- Verlag, Wien-Innsbruck 1950, S. 65, Gl. (66).
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Setzen wir x¢=2z, so geht dieses Integral tiber in

1 — [ 1 1 2
5 Va ez‘-’ -[ez {1+®D(z2)}zdz= ?V:z?{@(x) = Va xe * },
und damit berechnet sich i,; nach (38).
Anhang I1

Quadratur des Stofjintegrals fiir den Energieaustausch: (52)

= 20 [ [ f oo a,an - [ [ 0208 255 O v, av; |

Mmej l "li—!'-l)lc 8ei l.

Nach Substitution 1 (Anhang I) lautet das zweite Integral in der geschweiften Klammer: ’
[[ (8222402 -02 +2(Bo0.-Biv)} L 1.0 KO 4B, aT;.

Nach Subst. 2 (siehe Anhang I) ist

Wei =ae BVe+a; B; Wei — e Cei = (@ +a;) Bi=B;,

und hieraus folgt:

(ei:%e—%1 Wi + @ cei:(ae+ai) mez‘SBee
damit ist: 'gBe:2 - %ig = (ai —a.) cei2 + 2 i Cei = (a; —a,) (gci e gei) 242 ¢ (gei = goi)
und 2(Be Ve — Bi V;) = Gei Wei + (@ Ve + ¢ ;) (Goi — Gei) -

Bei der Integration tiber v,; (jede Komponente von — ~ bis + ~) fallen die Glieder proportional zu 1g;
heraus. Ordnen wir die Glieder nach Potenzen von @.; (bzw. g.;). so ist:

. 2 4 3s I 975 A \
z2¢ect a’® m me ) == — 2
lei = e nj —— JL " +a(,—ai}/ Toe (88" dg;

mei Va | mi+me gei

+ [2(a;—ae) Gei — 2 (a; Ve +ae b;) ] /?QCT' e~ 0~ 0e)" dg,;
el

+ [0:2 —0e® + 2(a; Ve + @, 1;) + (ae—a;) 9912] / E};’ e~ 0(8e10e)® dge; } .
cl

Die eckige Klammer des letzten Summanden ergibt Null. damit folgt nach Substitution 4 und Integration

iiber ¢ sowie Substitution 5:

2

oo +1
. 22et a'lr mi—me n2a gt
lei=neni —— s +ao_aiJ— ppe X2 dida
a

mei Y@ ]hmi+me
0—1 £
+2[(a;—ae) Gei— (aiVe+a,;)] 27 I}/,a geif/ y g e~ e —2xat} dtdx: ;
0=1

Bei der Quadratur dieser Ausdriicke ziehen wir y, das noch von g2 bzw. 2% abhédngt und nur einen gerin-
gen EinfluB auf den Integranden ausiibt, vor das Integral; dabei ersetzen wir g.;? durch g,;? nach Gln. (37)
und (41), wie bei der Berechnung der Reibungskraft. Das zweite Integral wurde schon im Anhang I gelost.
Fir das erste erhalten wir nach Integration iiber ¢:

oo +1 o0

//xe‘“‘”’"’"?”} dtdz = 2—1—/{6_("_”)’—6_(”")2} dz
P, I
D

0 -1
+ o0
e [/eft’dt—
2 |,

Setzen wir die Losungen fiir beide Integrale in die Gleichung fiir j ein, so erhalten wir nach einiger Um-

formung Gl. (53).

/e_t’dt }: ZVZQ(;{) .

+



